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Matrices de covarianza con sélo unos pocos autovalores

importantes.
El resto es ruido.

m Ejemplo: stock market.

m El primer (mayor)
autovalor es mucho
mas grande que el
resto.

m Después de unos
pocos primeros, el resto
de ellos son pequeros.

m Plerou et al (2002).
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m Este es un fenédmeno comun (no solo en finanzas).

m Uno o unos pocos (d <« p) autovalores grandes y bien
separados del resto
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m Estadistica multivariada “clasica’

m Cantidad fija de variables (p) y muchas observaciones (n).

m Dadas p variables, se pueden tener tantas observaciones
como se quieran.

m Resultados limites para n — oc.
m Estadistica multivariada en “Alta-dimension”:

m el nimero de variables (p) es comparable el nimero de
observacions (n).

m Resultados limites cuando p/n — y (una constante fija).
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Marchenko-Pastur Distribution, p/n=0. 3, =1, n=2000
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m nobservaciones de cada una (p y n grandes).
m Los autovalores de la matriz de covarianzas muestral,
no nos da cerca de (02.02.--- . c2).

Marchenko-Pastur Distribution, p/n=0. 3, =1, n=2000

Probability Density Function f(A)

Eigenvalues A

La distribucion limite (linea roja) es la M-P(y, 2).
El soporte es 02 (1 + /¥)? (=~ (0.2; 2.4)).
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m Mas resultados para estadistica HD para modelos
spiked.

m Los estimadores de los \’s en el modelo de Johnstone
tienen dos estados (Baik, J., G. B. Arous, and S. Péché (2005)):

B Ao A1+ L25) A > o (14 V7).

B A= (1+y)Piftae (0,6 (1 + V)l
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m Por lo tanto, si 02 < A < 02 (1 + ,/¥) el estimador de A no
se separa del “monton”.
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B A= (1+y)Piftae (0,6 (1 + V)l

m Por lo tanto, si 02 < A < 02 (1 + ,/¥) el estimador de A no
se separa del “monton”.

Para alguna transformacién ortogonal U
UxUT = diag(\1, Ao, .

2 2
cey A O L, 00)

Forzani, Gieco, Tolmasky Test de esfericidad parcial en alta dimensién  7/25



Introduccion
Motivacion

Modelos Spiked
Johnstone (2001)

Estadistica en alta
dimension

Estimando la

dimension
Enfoques previos
Nuestro objetivo: test LRT

“Information theoretic”
estadistico penalizado

Conclusion

m Mas resultados para estadistica HD para modelos
spiked.

m Los estimadores de los \’s en el modelo de Johnstone
tienen dos estados (Baik, J., G. B. Arous, and S. Péché (2005)):

B Ao A1+ L25) A > o (14 V7).

o

B A= (1+y)Piftae (0,6 (1 + V)l

m Por lo tanto, si 02 < A < 02 (1 + ,/¥) el estimador de A no
se separa del “monton”.

Para alguna transformacién ortogonal U

UZUTzdiag(/\1,/\2,..., .../\d,0'2,..., ...,0’2)

m Esos \’s son, en consecuencia, dificiles (o imposible) de
detectar.
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Uno puede (Plerou et al, Bouchaud etc.):

m Sacar el autovalor mas grande y ver si el resto de los autovalores se
ajustan a la distribucion MP (grafico inferior).

m Si esto sucede, la dimensién es igual a 1.

m En otro caso, sacamos el segundo autovalor mas grande y

repetimos.

Observemos nuevamente este gréfico:
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Otro enfoque (Passemier, D. y Yao, J.F. (2012)):

m Separacion entre los autovalores es menor en la parte
correspondiente al ruido.

informacion.
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m La parte mas estrecha corresponde a ruido, la méas dispersa es la

m Chequear cuando el espaciado pasa de “ancho” a “estrecho”.
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Hallar un test de
cociente de maxima
verosimilitud para
determinar cuantas
componentes importan.
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Para p < n, el LRT es:
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Hp : d=0 vs Hz;:d>0
Para p < n, el LRT es:

P T
(%Z?:13‘i)p

m Un resultado asintético cléasico (Muirhead,1982) para p
fijo:

—(n—1)plog LRT LN X7 cuando n — oo

El factor p = p, — 1 es un término de correccioén para
mejorar la tasa de convergencia.
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Hy: d=0 vs H;:d>0
Para p < n, el LRT es:

s A \P°
<;13 Zf:1 )‘i>
m Para el caso p — oo con p/n — y <1 Jiang and Yang

(2013) prueban que
log(LRT) — u*

g

— N(0, 1)

y a partir de la distribucién obtienen un test asintético.
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Hy : dimensibn = d vs H; : dimensién > d

Para p < n, el LRT, es:

LRTy = Adit - Ap el
(p d Zl-d—H )
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Conclusion

Hy : dimensibn = d vs H; : dimensién > d

Para p < n, el LRT, es:

)\d+1 .o >\P

LRTy = .
’ (,ﬁ E?=d+1 )A\i)p_d

m De nuevo, si p esfijoy n — oo, bajo Hy

—plog LRTy — X(2p—d+2)(p—d—1)/2’

(Lawley (1956), James (1969))
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Hy : dimension = d vs Hj; : dimensién > d

Para p < n, el LRT, es:

LRT, = .
S

m En nuestro trabajo consideramos el caso p — oo con
p/n—y<1.

m Probamos que

log(LRT4) — pp,n.d
Op,nd

— N(0, 1)

m Test secuencial para estimar d.
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¢ Que hacemos si tenemos mas variables que
observaciones?

LRT no existe, ni siquiera para el caso o2l, (hay muchos
autovalores nulos).

Sin embargo podemos:

m Invertir los rolesde py n.

m Definimos

Forzani, Gieco, Tolmasky

LRT; =

(1xr, S\i)n.
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m SeaX la covarianza muestral. Entonces, bajo Ho,
W=mX = Y'Y ~ W,(m,X) con X = o°l,, donde
Y € R™P ~ N(0,l ® X) (Muirhead, 1982).

m Definimos W = YYT ~ W (p, o2l,) con p > m.
m Los autovalores no nulos de W coinciden con los de W.
m Por tanto, LRT; es el cociente de verosimilitud para W

m La distribucion de LRT; se sigue de Jiang and Yang
(2013), inviertiendo los roles de py m.
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Esto nos motiva a definir LRT} para esfericidad parcial,
en el caso p > ncomo:

n—d-
1 n 3
(—n_d D i did )\i>

m Para obtener un test de nivel asintético «, necesitamos
su distribucién bajo Hy.

m Pero W ya no es mas una Wishart, sin embargo,

LRT; =

d
W = Z )\,Z(,)ZZ;) + O'ZZZT
i=

donde ZZ" ~ W,(p — d. 1) independiente de
Zy=(Z¢), 22, - Z(a)) ~ N(O, 1 @ 1)
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Conclusion

Para el caso p < n:

Se estudian los momentos de LRT!, para t cerca de 0.
2

Se prueba que log E (LRTQ) -~ apnt+ b3 5 +o(1)

Para p fijo, ap,n ¥ bp,n facil.

Para p, n — oo necesitamos limites de la funcion I'p(+).

Luego W — N(0,1)

Forzani, Gieco, Tolmasky Test de esfericidad parcial en alta dimensién  17/25



Introduccion
Motivacion

Modelos Spiked
Johnstone (2001)

Estadistica en alta
dimension

Estimando la
dimension

Enfoques previos

Nuestro objetivo: test LRT

“Information theoretic”
estadistico penalizado

Conclusion

Para el caso p < n:

Se estudian los momentos de LRT!, para t cerca de 0.
2

Se prueba que log E (LRTQ) -~ apnt+ b3 5 +o(1)

Para p fijo, ap,n ¥ bp,n facil.

Para p, n — oo necesitamos limites de la funcion I'p(+).

|Og I_E:’I;d—an,p N N(O, 1)

B En ambos caso, se usa fuertemente la densidad Wishart
(célculo de esperanza).

Luego

Forzani, Gieco, Tolmasky Test de esfericidad parcial en alta dimensién  17/25



Introduccion
Motivacién

Modelos Spiked
Johnstone (2001)

Estadistica en alta
dimension

Estimando la

dimension
Enfoques previos
Nuestro objetivo: test LRT

“Information theoretic":
estadistico penalizado

Conclusion

Elcasop>n(yd>0)

Forzani, Gieco, Tolmasky

Test de esfericidad parcial en alta dimensién

17/25



Introduccion
Motivacién

Modelos Spiked
Johnstone (2001)

Estadistica en alta
dimension

Estimando la

dimension
Enfoques previos
Nuestro objetivo: test LRT

“Information theoretic":
estadistico penalizado

Conclusion

Elcasop>n(yd>0)

w ya no es Whishart.

Forzani, Gieco, Tolmasky

Test de esfericidad parcial en alta dimensién

17/25



Introduccion
Motivacién

Modelos Spiked
Johnstone (2001)

Estadistica en alta
dimension

Estimando la

dimension
Enfoques previos
Nuestro objetivo: test LRT

“Information theoretic":
estadistico penalizado

Conclusion

Elcasop>n(yd>0)

w ya no es Whishart.

Sin embargo LRT = | = L <

(m;_d Zi,ld_H }\\I')m—d)\1 ceei Ag

Forzani, Gieco, Tolmasky Test de esfericidad parcial en alta dimensién  17/25



Introduccion
Motivacién

Modelos Spiked
Johnstone (2001)

Estadistica en alta
dimension

Estimando la
dimension
Enfoques previos
Nuestro objetivo: test LRT

“Information theoretic”
estadistico penalizado

Conclusion

Elcasop>n(yd>0)

w ya no es Whishart.

Sin embargo LRT;, = Z] 1

~

(m;_dz:i,ldﬂS\i)m—d)\1 ..... S\d

< 0'2~~T 1 12T (557) 1/2
%= 12227 |lla + 5Ny °Z] (zz ) ZyN!?|

Forzani, Gieco, Tolmasky Test de esfericidad parcial en alta dimensién  17/25



Introduccion
Motivacién

Modelos Spiked
Johnstone (2001)

Estadistica en alta
dimension

Estimando la
dimension

Enfoques previos

Nuestro objetivo: test LRT

“Information theoretic”
estadistico penalizado

Conclusion

A partir de la distibucién asintética obtenemos un test de
nivel (asintético) igual a o considerando la region de
rechazo {LRT, < c,} donde ¢, = exp(C,) con

Co = Umpd + ZaOmp,d Y Zo €S €l cuantil o de la normal
estandar.

Forzani, Gieco, Tolmasky Test de esfericidad parcial en alta dimensién  18/25



Introduccion

Motivacion

Modelos Spiked
Johnstone (2001)

Estadistica en alta
dimension

Estimando la
dimension

Enfoques previos

Nuestro objetivo: test LRT

“Information theoretic”
estadistico penalizado

Conclusion

A partir de la distibucién asintética obtenemos un test de
nivel (asintético) igual a o considerando la region de
rechazo {LRT, < c,} donde ¢, = exp(C,) con
Co = Umpd + ZaOmp,d Y Zo €S €l cuantil o de la normal
estandar.

Pero C, depende de los verdaderos parametros y, por lo

tanto, debemos reemplazarlos por funciones de los
valores muestrales.
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Nuestro objetivo: test LRT

A partir de la distibucién asintotica obtenemos un test de
nivel (asintético) igual a o considerando la region de
rechazo {LRT, < c,} donde ¢, = exp(C,) con

Co = mp,d + ZaOmp,d Y Zo €8 €l cuantil o de la normal
estandar.

Pero C, depende de los verdaderos parametros y, por lo
tanto, debemos reemplazarlos por funciones de los
valores muestrales.

o2 se puede reemplazar por su estimador consistente
62 =" 41 Ni/(p - 9).

Con los \;, debemos considerar la transicion de fase y
SuU sesgo.
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Consideremos nuevamente d = 4, A = [7,6,5,4], 0% = 1

Graficamos la funcién log(LRTy):

log(LRT,)
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Estudio de los incrementos:

m Después de d = 4, (en el limite cuando p, n — o) s6lo
dependen de p/n.

m Antes de d = 4, dependen de las estimaciones };.

m Es dificil detectar el quiebre.

m La penalizacion tiene en cuenta este cambio.

m |dea para penalizar: en cada paso restar el menor
incremento.
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log(LRTy) —d - [h(o*(1+ /y) +¢]
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m Paraelcasop < ny p,n— co, estudiamos la
distribucién asintética del LRT4 para esfericidad parcial
para el caso de modelos de covarianza spiked
introducidos por Johnstone (2001).
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m Parap > ny p,n — oo obtenemos también la

distribucién asintética del estadistico LRT, invirtiendo
los roles de py n.

m Conocer estas distribuciones nos permite desarrollar un
test para elegir la dimensién de la parte spike .
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Conclusién

Conclusion

m Paraelcaso p < ny p,n— oo, estudiamos la
distribucién asintética del LRT4 para esfericidad parcial
para el caso de modelos de covarianza spiked
introducidos por Johnstone (2001).

m Parap > ny p,n — oo obtenemos también la
distribucién asintética del estadistico LRT, invirtiendo
los rolesde py n.

m Conocer estas distribuciones nos permite desarrollar un
test para elegir la dimensién de la parte spike .

m Mediante el estudio del comportamiento de la
distribucién del estadistico LRT, para valores por
debajo y por encima de la verdadera dimension del
spike, podemos modificar el estimador de la dimensién y
probar la consistencia del mismo.
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Muchas gracias!!
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